Demostracion de

teoremas importantes

16.1

INTRODUCCION

Los teoremas demostrados en este capitulo se consideran los mas importantes en la secuencia ldgica de ia geometria.
Son los siguientes:

1.

8a.

8b.

8¢,

10.

11.

12.

Si dos lados de un triangulo son congruentes, entonces los angulos opuesios a estos lados son congruentes.
(Los angulos de la base de un tridngulo isdsceles son congruentes.)

La suma de las medidas de los dngulos de un triangulo es de 180°,
Si dos angulos de un tridngulo son congruentes, entonces los lados opuestos a estos angulos son congruentes.

Dos triangulos rectos son congruentes si la hipotenusa y un cateto de uno de ellos es congruente con las partes
correspondientes del ofro.

Un diametro perpendicular a una cuerda bisecta tanto a |a cuerda como a suUs &arcos,
Un éngulo inscrito en un circulo se mide come la mitad de su arco interceptado.

El anguio formado por dos cuerdas que se intersectan dentro de un circulo, se mide como la mitad de la suma
de los arcos interceptados.

Un angulo formado por dos secantes que se intersectan afuera de un circulo, se mide como la mitad de la dife-
rencia de sus arcos interceptados.

Un angulo formado por una tangente y una secante que se intersectan afuera de un circulo, se mide como la
mitad de la diferencia de sus arcos interceptados.

Un angulo formado por dos tangentes que se intersectan afuera de un circulo, se mide como la mitad de la dife-
rencia de sus arcos interceptados.

Si tres angulos de un triangulo son congruentes con tres angulos de otro tridngulo, entonces los triangulos son
similares:

Si se dibuja la altura a la hipotenusa de un triangulo rectangulo (o recto), se tiene gue: (a) los dos triangulos
asi formados son similares al triangulo dado y también son similares entre si, y (b) cada cateto del triangulo dado

# es ia media proporcional entre la hipotenusa vy la proyeccion de ese cateto sobre la hipotenusa.

El cuadrado de la longitud de la hipotenusa de un tridngulo recto, es igual a la suma de los cuadrados de las
longitudes de los otros dos lados.

El area de un paralelogramo es igual al producto de |a longitud de un lado por la longitud de |a altura de ese lado.
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13.

14.

15.
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El area de un triangulo es igual a la mitad del producto de la longitud de un lado por la longitud de la altura

de ese lado.

El area de un trapezoide es igual a la mitad del producto de la longitud de la altura por la suma de las longitudes

de las bases.

Ei area de un poligono regular es igual a la mitad del producto de su perimetro por la longitud de su apotema.

LAS DEMOSTRACIONES

1.  Sidos lados de un triangulo son congruentes, entonces los 4ngulos opuestos a estos lados son congruentes.
(Los angulos de la base de un triangulo isésceles son congruentes.)

Dado: AABC, AB = BC

Demuéstrese: | A=/ C

Plan: cuando se dibuja el bisector de un angulo en
un vertice se tiene que los angulos por
demostrar que son congruentes, se convierten

B
i
|
142
]
I
.T
|
!
|
!

en angulos correspondientes de triangulos \
congruentes.
A D C
DEMOSTRACION:
Proposicion Argumento
1. BD bisecta [_B 1. Un angulo puede ser bisectado.
2 f1&s/2 2. Bisectar es dividir en dos partes congruentes.
3. AB=BC 3. Dado.
4. BD = BD 4. Propiedad reflexiva.
5. ADB = ABDC 5. s.a.5. 2 sas.
6. LAZ[ C 6. Partes correspondientes de tridngulos congruentes
s0n congruentes.
2.  Lasuma de las medidas de los angulos en un tridngulo es igual a 18 /
Dado: AABC _ /-.i?'/
Demuéstrese: m A + m{_ B + m{_C = 180° D—— <L .F
Plan: cuando se dibuja una linea que pasa por un &
vértice y que es paralela al lado opuesto, se
forma un éngulo derecho cuyas partes, es
posible demostrar, son congruentes a los
angulos del triangulo.
A > c
DEMOSTRACION:
Proposicion Argumento
1. Por B dibujar DE I AC 1. Por un punto externo se puede dibujar una linea
paralela a otra dada. ~
2. mL_DBE = 180° 2. Un angulo derecho es aquel que mide 180°,
3. mL.DBA + ml ABC + m{_CBE = 180° 3. El total es igual a la suma de sus partes.
4. | A2/ DBA, | C=| CBF 4. Los angulos alternos internos de lineas paralelas
son congruentes.
5. mLA + mLB + mlLC = 180° 5. Postulado de sustitucion,
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3. Si dos angulos de un tridngulo son congruentes, entonces los lados opuestos a estos angulos son con-

gruentes.

Dado: AABC,[ A=l C

Demuéstrese: AB = BC

Plan: cuando se dibuja el bisector del [_B, los lados
que se van a demostrar como congruentes se
convierten en los lados correspondientes de
triangulos congruentes.

B

!
|
|
Jw
I
|
|
|
l

A C
DEMOSTRACION:
A Proposicién Argumento
1. Dibljese BD bisectando [_B 1. Un angulo puede ser bisectado.
2. /11=2[2 2. Bisectar es dividir en dos partes congruentes.
3.LA=[C 3. Dado.
4. BD=BD ~ . 4. Propiedad reflexiva.
5. ABDA 2 ABDC 5. s.a.a. Zsaa
6. AB = BC . 6. Partes correspondientes de triangulos congruentes
b-S son congruentes.

4, Dos triangulos rectos son congruentes si la hipotenusa y un cateto de uno de ellos es congruente con las

partes correspondientes del ofro.

Dado: AABC recto con éﬁgulo recto en C

ADEF recto con angulo recto en F B E B(E)
AB=DE BC=EF -
Demuéstrese: AABC = ADEF
—_Plan: Juntense los dos triangulos dados de modo
~ que BC coincida con EF y formen un triangulo Eog 3

isosceles. Se demuestra entonces, mediante el

teorema 1 y con s.a.a. = s.a.a., que los

triangulos dados son congruentes.

C_F D A C(F) D
DEMOSTRACION: ) T
Proposicion Argumento

1. BC = EF L
2. Juntense los AABC y ADEF de manera que BC
coincida con EF, y que A y D esién en lados

opuestos de BC.
3. L _Cy /[ F son rectos
4. L_ACD es derecho
5. AD es un segmento de linea recta.

6. AB = DE
7.LA=LD

8. AABC = ADEF

. Dado.

Una figura geométrica puede ser movida sin
cambiar su tamano o forma. Las lineas que son
iguales pueden hacerse coincidir.

Dado.

El total es igual a la suma de sus partes.

Los lados de un angulo derecho estan en una linea
recta.

Dado.

Si dos lados de un triangulo son congruentes, los
angulos opuestos a estos lados, son congruentes.

. s.aa. ®saa.
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5. Un diametro perpendicular a una cuerda bisecta tanto a la cuerda como a sus arcos.

Dado: circule O, diametro AB L CD
sezeeiits b b T T ™

Demuéstrese: CE & ED, BC = BD, AC = AD

Plan: se forman triangulos congruentes cuando se
dibujan radios a C y D, lo que demuestra que
CE = ED. Los angulos cenfraleg jguales se
usan para demostrar que BC = BD; finalmente
$© usa el pcslulado de sustraccion para

demostrar que AC = AD.

DEMOSTRACION:

Proposicion I Argumento
1. Dibljese ¢ OC y OD i i. Una linea recta puede dibujarse entre dos puntos.
2. OC = 0D 2. Los radios de un circulo:son congruentes.
3. AB LCD 3. Dado.
4. [ OEC y [ OED son rectos 4. Las perpendiculares hacen dngulos rectos.
5. PEZOE 5. Propiedad reflexiva.
6. AOEC = AQED 6. hipotenusa, caisto = hipotenusa, caieio.
7. CE2ED, [ 1212 7. Las partes correspondientes de tridngulos
— congruentes, son congruentes.
8. CB = BD ‘ 8. En un circulo, angulos centrales congruentes
o e tienen arcos congruentes.
9. ACB = ADB 9. Un diametro bisecta a un circulo.
10. AC= A 10. En un circulo arcos congruentes son arcos
iguales; postulado de sustraccion.

6. Un angulo inscrito en un circulo mide la mitad de su arco interceptado.
Caso I: El centro del circulo esta en un lado del angulo.

Dado: [ _A esta inscrito en el circulo O,
O esta en el 1ad0 AC.

Demuéstrese: [_A = } BC .

Plan: cuando se dibuja el radio OB se forma el
triangulo isosceles AAOB. Se demuestra
entonces que m/[_A es la mitad del [_1 central,

el cual esta determinado por la medida de B’é

DEMOSTRACION:

Proposicién

Argumenio

1. Dibljese OB
2. AO = OB
3.1LA=[ 8

4. ml A+ ml B =ml1

mi_A + mf_A 2ml_A = ml_1
ml_A = j;ml 1

[ = BC

EAS BC

@ Nom

O NO e

. Se puede dibujar una linea recta que pase por dos

puntos.

Los radios de un circulo son congruentes.

Si dos lados de un triangulo son congruentes, los
angulos opuestos a estos lados son congruentes,
En un triangulo, la medida de un triangulo externo
es igual a la suma de las medidas de los dos
angulos internos adjuntos.

Postulado de sustitucion.

Las mitades de iguales son iguales.

Un angulo central se mide por su arco interceptado.
Postulado de sustitucion.

1
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Caso II: el centro esta dentro del &ngulo.

Dado: [ _BAC, inscrito en el circulo O.
O estd dentro [_BAC.

Demuésirese: [ BAC =} BC

Plan: cuando se dibuja un didmetro, el [ _BAC se
divide en dos angulos que pueden ser medidogy
medianta la aplicacién del Caso /.

DEMOSTRACION:
Proposicion Argumento
1. Dibujese el diametro AD 1. Se puede dibujar una linea recta entre dos puntos.
2. | BAD = BD 2. Un angulo inscrito se mide por la mitad de su arco
| _DAC = 1DC interceptado, si el centre del circulo esta a un lado
AT del angulo.
3. LBAC = !BE\ 1 ‘z,{f = 3. gj jguales se suman a iguales, las sumas son
[ _BAC = }BD + DC) iguales.
4, | BAC = jBC 4, Postulado de sustitucion.

Caso III: el centro estd afuera del angulo.

Dado: [ BAC esta inscrito en el circulo O.
O esta afuera de [ _BAC.
Demuéstrese: [ BAC = 15??
Plan: cuando se dibuja un diametro, [ BAC se
convierte en la diferencia de dos angulos que
pueden ser medidos aplicando el Caso /.

DEMOSTRACION:
Proposicion Argumento
1. Dibujese el diametro AD 1. Se puede dibujar una linea recta entre dos puntos.
2. L BAD =,8D 2. Un angule inscritc se mide por la mitad de su arco
L CAD =30 _ interceptado, si el centro del circulo esta a un lado.
3. L BAC = 38D —3CD o 3. Si iguales se restan a iguales, las diferencias son
L_BAC = YBD — €D) | iguales.
4. | BAC = ;BC 4, Postulado de sustitucion.

-

7. El angulo formado por dos cuerdas que se intersectan dentro de un circulo mide la mitad de la suma de los
arcos interceptados.

Dado: [ 1 esta formado por las cuerdas AB y CD
las que se intersectan en E dentro del
circulo O. =

Demuéstrese: [ 1 = ;{EB + BDy

Plan: cuando se dibuja la cuerda AD, el angulo /_1

se convierte en un angulo externo de un
triangulo cuyos angulos internos no
adyacentes son angulos inscritos medidos

por ;i’c‘ y 5.@3.
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DEMOSTRACION:

Proposicion Argumento

—

1. Dibujar AD . Por dos puntos pasa sélo una recta.
2.ml1=mlLA + mlLD 2. La medida de un angulo externo de un triangulo es
igual a la suma de las medidas de los angulos
internos no adyacentes.

3. LA= ;BB, L D= .‘ZA/E? 3. Un angulo inscrito en un circulo mide la mitad de su
— = R arco interceptado.
4, L 1=BD + JAC = YBD + AC) 4. Postulado de sustitucion.

8a. Un angulo formado por dos secantes que se intersectan afuera de un circulo, mide la mitad de la diferencia
de sus arcos interceptados.

Dado: [ P, formado por la interseccion en P
de las secantes PBA y PDC, donde P es un punto
afuera del circulg O. _
Demuéstrese: | P = JAC — BD)
Plan: cuando se dibuja AD, el [ _1 se convierte en un
angulo externo del AADP, del que [_P es
un angulo interno no adjunto.

DEMOSTRACION: =

Proposicién Argumento
1. Dibujar AD 1. Por dos puntos pasa sélo una recta
2. mLP + mLA = mLA1 2. La medida de un angulo externo a un triangulo es

igual a la suma de las medidas de los angulos
internos no adjuntos.

3. mLP=ml1-mlA 3. Postulado de la sustraccion.

4. [ 1= {ﬁa L A= %Eﬁ 4, Un angulo inscrito en un circulo se mide por la
mitad de su arco interceptado.

5. [LP= ;@\— ;_.@ 0 5. Postulado de sustitucion.

L_P = YAC - BD)

8b. Un angulo formado por una secante y una tangente que se intersectan afuera de un circulo, se mide por
la diferencia de sus arcos interceptados.

Dado: [_P formado por la interseccion en P
de la secante PBA y la tangente PDC,
donde P es un punto afuera del circulo O.

Demuéstrese: [ P = j(AC — é_ﬁ)
Plan: cuando se dibuja la cuerda AD, el L1 se
convierte en un angulo externo del AADP; del

que los [_P y [ _R son angulos internos no
adjuntos.
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DEMOSTRACION:

Proposicion Argumento

—
-

. Dibujar AD . Por dos puntos pasa sodlo una recta.

2.mLP +mLA=mi1 2. La medida de un angulo externo de un triangulo es
igual a la suma de las medidas de los angulos
internos no adjuntos.

3. mLP =m 1-mLA 3. Postulado de la sustraccion.
4. [ 1 =3AD 4, Un angulo formado por una tangente y una cuerda
—_ se mide por la mitad de su arco interceptado.
5 [ _A=]1BD 5. Un &ngulo inscrito se mide por la mitad de su arco
Dol sl interceptado.
6. L P=JAC —BD o 6. Postulado de sustitucion

L_P = YAC - BD)

8¢. Un angulo formado por dos tangentes que se intersectan afuera de un circulo mide la mitad de la diferencia
de sus arcos interceptados.

Dado: [ P, formado por la interseccion en P

de las tangentes PA y PD, donde P es
un punto afuera del circulo O.

Demuéstrese: [ P = JAED — AFD)

Plan: cuando se dibuja la cuerda AD, el [ 1 se
convierte en un angulo externo del AADF, del
que [ Py [ 2 son angulos internos
no adjuntos.

DEMOSTRACION:

Proposicion Argumento

—

1. Dibujar AD . Por dos puntos pasa sélo una recta
2. ml P+ m2=mLA1 2. La medida de un angulo externo de un triangulo, es| ™
igual a la suma de las medidas de los angulos
internos no adjuntos.

A mlP=ml1-mL2 3. Postulado de la sustraccion.

4. 1 =JAED, | 2 = JAFD 4. Un angulo formado per una tangente y una cuerda
e o se mide por la mitad de su arco interceptado.

5. [ P=3AED —AEDo 5. Postulado de sustitucion.

|_P = (AED — AFD)

9. Si los tres angulos de un triangulo son congruentes con los tres angulos de otro tridngulo, entonces los
triangulos son similares.

Dado: AABCy AA'B'C A(4") Al
LAZI A I B2l B,lC=LC

Demuéstrese: AABC ~ AA'B'C

Plan: para demostrar que los triangulos son
similares, es necesario demostrar que los lados
correspondientes son proporcionales entre si.
Esto se hace colocando a los triangulos de tal
manera que coincida una pareja de angulos
congruentes; esto se repite hasta que otra
paregja de angulos congruentes coincida.

C.r
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DEMOSTRACION;
Proposician Argumento
1.LA=l A 1. Dado.
2, Coloquese al AA'B'C’ sobre AABC de modo que 2. Una figura geométrica puede ser movida sin
[_A" coincida con [_A. cambiar su tamafio o su forma. Se puede hacer
coincidir con angulos gue sean iguales.
8. 1l 8=lp -3. Dado.
4. BC' | BC 4. Dos lineas son paralelas si sus angulos
correspondientes son congruentes.
5. % = ’%‘gu 5. Una linea paralela a un lado de un triangulo divide
a los otres dos de manera propercional.
6. De manera semejante, al colocar AA'B'C’ sobre el 6. Puntos 1 a 5.
AABC de modo que [ 8 coincida con B, se
demuestra que 2 = ik,
AB BC
5 A8 0. B0 7. Cosas i igual la mi a
" AB = AC BC 3 (proporc'iones) iguales a la misma cosa, son
iguales entre si.
8. AA'B'C ~ AABC 8. Dos poligonos son similares si sus angulos
correspondientes son congruentes y sus
lados correspondientes son proporcionales.

10.

Si se dibuja la aitura a la hipotenusa de un triangulo recto, entonces: (&) los dos triangulos asi formados son

similares entre si, al igual gue al tridnguio dado; (b) cada cateto del triangulo dado es la media proporcional entre la

hipotenusa y la proyeccion de ese cateto sobre la hipotenusa.

Dado: AABC con un anguio recto en C,
altura CD a la hipotenusa AB
Demuéstrese: (a) AADC ~ ABDC ~ AABC

(b) c:a = app;¢:b = bg

Plan: les triangulos son similares ya gue tienen un
angulo recto y una pareja de angulos agudos

congruentes. Las proporciones son
consecuencia de la similitud de
los triangulos.

DEMOSTRACION:
Proposicion Argumento

1. [_C es un angulo recto 1. Dado.

2. CD es |a altura a AB 2, Dado.

3. CD L AB 3. Una altura a un lado de un triangulo es
perpendicular a ese lado.

4. [ CDB y [ CDA son rectos 4. Las perpendiculares forman angulos rectos entre si,

5. LAl ALl B=/B 5. Propiedad reflexiva.

6. AADC ~ AABC, ABDC ~ AABC 6. Dos tridngulos rectos son similares si un angulo
agudo de uno de ellos es congruente con un
angulo agudo del otro.

7. AMADC ~ ABDC 7. Dos triangulos similares al mismo triangulo son
similares entre si.

8. c:a = ap,ch = bg 8. Lados correspondientes de tridngulos similares, son
proporcionales.

11. El cuadrado de la longitud de |a hipotenusa de un angulo recto es igual a la suma de los cuadrados de las

longitudes de los catetos.
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Dado: AABC rectangulo, con angulo recto en C.
Los catetos tienen longitudes a, b y la
hipotenusa tiene longitud c.

Demuéstrese: ¢ = a° + b

Plan: Dibljese CD i AB vy apliquese el teorema 10.

DEMOSTRACION:
Proposicion | Argumento

1. Dibujese CD L AB 1. Desde un punto externo, se puede dibujar una
perpendicular a una linea dada.

g £ 88 _ 2 2. Si se dibuja una altura a la hipotenusa de un

a pb g i . ;
tridngulo recto. cualquiera de los catetos es la
| media proporcional entre la hipoteriusa y la

proyeccion de ese cateto y |a hipotenusa.

3. a8 =cp b =0cq 3. En una proporcion, el producto de los medios es
igual al producto de los extremos.

4 &+ PP =cp+eg=clp +0q) 4. Siiguales se suman a iguales, las sumas son iguales.

5. ¢c=p +g 5. El total es igual a la suma de sus partes.

6. a2 + b? = ¢fe) = ¢? 8. Postulado de sustitucion.

12. Elareade un paralelogramo es igual al producto de ia longitud de un lado y lalongitud de la altura a ese lado.

Dado: [JABCD, longitud de la base AD = b,
longitud de la altura BE = h
Demuéstrese: Area de ABCD = bh

Plan: cuando se dibuja una perpendicular a la base, b C
extendida, se forma un rectangulo que tiene la | i
misma base y altura que el paralelogramo. 5 ’:
Mediante |a adicion de triangulos congruentes : :
a un area comun, se demusestra que el A rt Df
rectangulo y el paralelogramo tienen la | E | I
misma area. | b—
DEMOSTRACION:
Proposicion Argumento
1. Dibujese CF L AD (extendida) | 1. Desde un punto externo se puede dibujar una
perpendicular & una linea dada.
2. CF | BE 2. Los segmentos perpendiculares a la misma linea
219 son paralelos.
3. BC || AD 3. Los lados opuestos de un paraleiogramo son paralelos.
4. | CFD vy [ _BEA, angulos rectes 4. Las perpendiculares forman angulos rectos.
5. BCFE es un rectangulo 5. Un paralelogramo con un angulo recto, es un
R s < rectangulo.
6. AB=2 CD, CF= BE 8. Los lados opuestos de un paralelogramao son iguaies.
7. NABE = ACFD 7. hipotenusa cateto = hipotenusa cateto
8. Area (cuadrilatero BCDE) 8. Propiedad reflexiva.
= Area (cuadrilatero BCDE)
9. Area (AABF) + Area (cuadrildtero BCDE) = | 9. Sjiguales se suman a iguales, las sumas son iguales.
Area (ACFD) + Area (cuadrilatero BCDE) o
Area (rectangule BCFE) = Area (L IABCD)
10. Area del rectangulo BCFE = bn 10. El area de un rectangulo es igual al producto de
las longitudes de su base y de su altura.
11.

Area TJABCD = bh | 11. Postulade de sustitucion.
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13.

de ese lado.

Dado: AABC, longitud de la base AC = b,

longitud de Ia altura BD = h

Demuéstrese: Area AABC = ibh

Plan: al dibujar BE | AC y EC || AB, se forma un
paralelogramo que tiene la misma base y altura
que el triangulo dado. Por lo tanto, el drea del
triangulo es la mitad del &rea del

paralelogramo.

DEMOSTRACION:

16

El drea de un triangulo es igual a la mitad del producto de la longitud de un lado por la longitud de la altura

Proposicién

Argumento

. Dibdjense BE | AC y EC | AB

- ABEC es un paralelogramo con base b y altura h
. Area (AABC) = } Area ({L]ABEC)

. Area (JABEC) = bh

. Area del AABC = 1bh

4,

5,

. Desde un punto externo se puede dibujar una linea

paralela a otra dada.

Un cuadrilatero es un paralelogramo si sus lados
opuestos son paralelos,

Una diagonal divide a un paralelogramo en dos
triangulos congruentes.

El area de un paralelogramo es igual al producto de
las longitudes de la base y de la altura.

Postulado de sustitucion

14.

longitudes de las bases.

Dado: Trapezoide ABCD, altura BE con
longitud h, base AD con longitud b,
base BC con longitud ",
Demuéstrese: Area de ABCD = jh(b + b')

Plan: cuando se dibuja una diagonal, el trapezoide se

divide en dos tridngulos con bases b, b’ y con

altura comtin a ambos.

El area de un trapezoide es igual a la mitad del producto entre la longitud de la altura y la suma de las

DEMOSTRACION:
Proposicion Argumento
1. Dibujar @ . 1. Por dos puntos pasa sé6lo una recta.
2. Dibujar DF L BC (extendido) 2. Desde un punto externo, es posible dibujar una
perpendicular a una recta dada.
3. DF =BE =~nh 3. Las lineas paralelas son equidistantes en todas
; partes.
4. Area (AABD) = lbh 4. El area de un triangulo es igual a la mitad del

Area (ABCD) = b'h
Area de ABCD = 1bh + 'h = b + b)

producto de las longitudes de su base y altura.
8i iguales se suman a iguales, las sumas son
iguales.
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15.

Dado: Poligono regular ABCDE...

con centro en O, apotema de

longitud r, perimetro p.

Demuéstrese: Area de ABCDE... = irp

Plan: al unir todos y cada uno de los vertices con el
centro, se obtienen triangulos congruentes, la
suma de cuyas dreas es igual al area del
poligono regular.

DEMOSTRACION:

319

El 4rea de un poligono regular es igual a la mitad del producto de su perimetro por la apotema.

Proposicion

Argumento

—

. Area de AAOB

. Dibtjense OA, OB, OC, 0D, OE, ...
. La altura de cada triangulo asi formado es r

— éar
ABOC = 3br
ACOD = ir
. Area del -b.o!igo.n'o regular

ABCDE... = lar + 3br + ler + ...
=lrla+b+c+ .)

.p=a+b+c+ .
. Area de ABCDE... = ¥p

[=2]

. Por dos puntos pasa solo una recta.

Las apotemas de poligonos regulares son
congruentes.

El area de un triangulo es igual a la mitad del
producto de las longitudes de su base y altura.

Si iguales se suman a iguales, las sumas son
iguales.

El todo es igual a la suma de sus partes.
. Postulado de sustitucidn




